# 0 hrést SRE 


PREMIERE EPREUVE ECRITE 


On étudiait, dans la première épreuve, quelques applications de la théorie des pseudo- 
inverses d’endomorphismes. 


Le texte qui comprenait trois parties abordait les difficultés de manière très progres- 
sive. Les résultats à utiliser concernant les endomorphismes hermitiens étaient d’ailleurs 
rappelés avant la partie I. Très peu de candidats ont abordé la partie IIT. On trouve 
beaucoup trop de fautes dans la partie I que l’on peut pourtant qualifier de “question 
de cours”. 


Dans l’ensemble, la présentation des copies est correcte. Par contre, la clarté et 
la rigueur des raisonnements proposés laissent parfois à désirer. Surtout, on rencontre 
beaucoup trop de fautes d'orthographe et de grammaire. 


Signalons maintenant les erreurs les plus fréquemment rencontées. 

e Malgré les mises en garde du rapport de l’an dernier, on parle encore trop souvent 
du sous-espace supplémentaire et de la base d’un espace vectoriel. On va même plus loin 
parfois en introduisant la base canonique d’un espace vectoriel. 


e Certains candidats n’ont pas assimilé la différence entre somme et réunion de deux 
sous-espaces vectoriels. 


e Soient E un plan euclidien et f une rotation d’angle 3 de E. On a alors 


(f(z)lz) = 0 pour tout x € E. Ceci montre que le résultat de la question L.1.b 
dépend étroitement du fait que l’on est dans le cas hermitien. Il est à déplorer que 
l’on trouve parfois le raisonnement absurde suivant: si ( f(æ)|x) = 0 pour toutzx € E, 
alors f(x) € Et pour tout x € E, donc f = 0. Ecrire ceci signifie que l’on n’a rien 
compris aux définitions les plus élémentaires de l’algèbre linéaire. 

e Il était rappelé dans le texte la définition du produit scalaire (x|y). Malgré cela, 
on trouve dans un nombre non négligeable de copies que, si x € E a pour coordonnées 
X,...Àn dans une base orthonormée, alors (x|r) = };;_: X?. Comment peut-on alors 
écrire ensuite des inégalités du type (xlx) < (y|y)? 


e On avait plusieurs fois à établir des identités du type 


() (fG@)le)= (g(@)IA(&)) 


avecz € E, f,g,h € L. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Contrairement à ce que 
l’on trouve dans de nombreuses copies, si l’on montre que (+) est vérifiée pour x € F'et 
pour x € F4, on n’aura pas établi le résultat demandé car, les deux membres de (+) ne 
sont pas linéaires en x. 

e De même, dans certaines questions, on parvient à la fin d’un calcul à une égalité 
(f(x)ig(A(z))) = à alors que le texte demande (f(æ)|k(z)) = a. Ecrire, sans aucune 
justification (f(x)|Ig(k(x))) = (f(æ)|h(æ)), est une escroquerie (il est même parfois 
affirmé que g(h(x)) = h(x)). Ceci est un raisonnement sans valeur qui est est pénalisé 
par les correcteurs. Il est nécessaire de vérifier que g(h(x)) — h(x) est orthogonal à f (x). 
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CORRIGE 


PARTIE I 


1.a. I] vient: 


(fu + 2)lu + 2) = (fly) + (F2) + (le) + (F(2)Iy) 
(fCu + iz)ly + i2) = (F(u)ly) + (F2) + (F2) — (C2) y) 


b. L'implication (C1) = (C2) est claire. Supposons la condition (C2) vérifiée. Alors, 
d’après I.1.a: 


(f()lz) + G)y) = (F(y)lz) — (F(2)ly) = 0 


pour tous y,z € E. Par suite, (f(z)|y) = 0 pour tous y,z € E. Ainsi, im(f) C E* = {0}, 
d'où f =0. 


c. Supposons f € H. Soient (e1,...,e,) une base orthonormée de E formée de 
vecteurs propres pour f, et A1,...,À, des nombres réels tels que: 
fer) = Àrer | (1<k<n) 


Pour x = tie; +:::+Tnen € E, on obtient: 
(F(æ)e) = dla l. 
k=1 


D'où l'implication (C3) = (Ca). 
Supposons la condition (C4) vérifiée. Pour x € E, on a: 


(= Fo)le) = (le) - (Fe) = (le) — (lf(œ)) 


= (f(æ)le) — (F()I2) = (F()le) — (F(x)lx) = 0 


D’après I.1.b, il vient donc f = f*. 

d. Supposons f € HT. Avec les notations de la preuve de E1.c, on a À4 € R} pour 
1<k< n. Par suite, (f(x)|x) € R+. 

Supposons (f(x})|r) € R+ pour tout x € E. Alors f € H (L.1.c). Soient À € R une 
valeur propre de f, et x € E\{0} vérifiant f(x) = Àr. On obtient (f(x)|z) = Al|x|?. 
Par suite, }E R;,et f € HT. 


2. Reprenons les notations de la preuve de I.1.c, avec ici À4 € R} pour 1<k< n. 


On a: L 
((æ)le) = dal. 
k=1 


Si (f(x)|z) = 0, il vient donc A4x4 = 0 pour 1 < k < n. Par conséquent: 


f(x) — Ÿ_ rer = 0: 
k=1 


29 


D'où x € ker(f). 


3. Pour y € E, les conditions suivantes sont clairement équivalentes: 

(i) y € Ém(f. 

(üi) (f(x)ly) = 0 pour toutre E. 

(ii) (z|f*(y)) = 0 pour tout re E. 

(iv) y € ker(f*). 

On a donc [im(f}]+ = ker(f*). Comme (f*}* = f, on obtient l’autre égalité en 
échangeant les rôles de f et de f*. 


4.a. D’après I.1.d, (f(x)|x), (h(x)|x) et ((h — f)(x)|x) sont des réels positifs ou nuls. 
Par suite: 


0 < (f(x)lx) < (h(z)|z). 


Si x € ker(h), il vient donc (f(x)lr) = 0. Par conséquent, x € ker(f}) (1.2). D'où 
ker(h) C ker(f). 
De f = f*, h = h*, et de I.3, on déduit alors: 


im(f) = [ker(f)]= C [ker(h)}+ = im(h). 
b. Pour x € E, il vient: 
(CF + g)(x)lr) = (F(z)lr) + (g(x)r). 


On a donc f +g € HT. D'autre part, (f+g)-f=geHt, (f+g)-g=fEeHT. Par 
suite, f + g domine f et g. 
Il résulte alors de I.4.a: 


im(f) Cim(f + 9), im(g) C im(f + 9). 


Par conséquent, im(f) +im(g) C im(f + g). L’inclusion opposée étant claire, on obtient 
im(f + g) = im(f) +im(g). L'autre égalité se prouve en considérant les orthogonaux. 


5.a. Si x € E\{0}, on peut écrire x = {[r||y, avec y € E de norme 1. Par conséquent: 


IA = sup{l FC) Île = 13. 


Posons p = max{|A4|;1 < k <n}, et soit j € {1,2,...,n} tel que p = |À;|. 
Avec |[r|| = 1, et les notations de la preuve de I.1.c, il vient: 


Lo = (Date) < (tel) = 0 
k=1 


De même: , : 
CODE IEEE NET 
k=1 k=1 
En outre, ||f(e;)|| = [(f(e;le;)] = p. D'où: 


If = sup{(f()le)h el = 17 = max{[Ail;1 <k <n}. 
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b. Si g,h € H*, et si h domine g, alors 0 < (g(x)|x) < (h(x)|x) pour tout x € E 
(L.1.d). D'où ||g|| < |[k|] d’après L.5.a. 


PARTIE II 


1.a. Par construction, il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres 
pour g, et les valeurs propres de g sont réelles positives ou nulles. D’où g € H*. 

Supposons, pour simplifier les notations, que À; # 0 si 1 < k < r, et Àj = 0 si 
r+1<k<n. Alors: 


im(g) = Ÿ_ Cex = im(f). 
k=1 


Enfin, pour x = rie; +---+ryen € E, il est immédiat que: 
fa(x) = gffe) = Ÿ œpes = pr). 
k=1 


b. L'existence de f? € L vérifiant les conditions (1), (2), (3) résulte de IL.1.a. 

Supposons que g, h € L vérifient ces mêmes conditions. Alors f, g, h ont même image, 
donc même noyau (1.3). D’après L.3, on voit aussi que E est la somme directe de im(f) 
et de ker(f). 

Soit x € E. Ecrivons x = y +2, avec y € ker(f), z = f(t) € im(f). On obtient: 


(g—h}(x) = (9 —h)(y)+(g — R)f(E) = gf(t) — hf() 
= pit (E) = pi (s) = 0 
Par suite, g = À. 


c. C’est évident d’après la construction de Il.1.a et Il.1.b. 
d. C’est tout aussi immédiat d’après les mêmes questions Il.1.a et IL.1.b. 


2.a. Il vient: 


fig = ff +9)" g = (f + 9(f + 9) a — g(f +9)" g 


= pr G — Gf + g)F + 9) + g(f + 9)" f 
pif + pr D 4 2 gpim +9) 


b. Comme im{f + g) = im(f) +im(g), et ker(f + g) = ker(f) N ker(g), on a: 


im(f+9) _ pim(+g) 2 Dker(DNker(g) 


P 9 = 9, ide = p 


Par conséquent: 
fig = grade perles + op One gr. 
De f : g = f(f + g)"g, on déduit im(f : g) C im(f). De même, im(g : f) € im(g). 


D’après ce qui précède, il vient donc im(f : g) Cim(f)Nim(g). 
c. Il vient: 
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( : gX(y +2) = (CF : g)(y) + : g)2) = (a : FXu) + (F : g)C2) 
= g(f + 9)" (y) + F(F + 9)" 9) 
= g(f + 9) (x) + FF + 9) (x) 
= (f+9)f +9)" (x) = prOHD (x) = & 


car x E im(f) C im(f+g). On vient ainsi de prouver que im(f : g) contient im( f JE) 
Compte-tenu de Il.1.a, on a donc obtenu le résultat demandé. 


8.a. On a: 
(Flu) = (FC + 9) af + 9) a(e)) = (CF : gXœ)I( + 9) g(x)). 


De même: 


(212) = (af +9) FC + 9) F()) = (a: PIC + 9) F(&)). 


Comme g: f = f : g, on obtient donc: 


(Flu) + (12) = (C2 IC + 9) CF + 9x) = (( : 9) x) Ip" ST) (œ)) 
= (POI CF: g)(x)lx) = (CF : gXx)le) 
car im(f :g) Cim(f) Cim(f +g). 
Or, (f{y)ly) et (g(z)|z) sont des réels positifs ou nuls puisque f,g € HT. On en 


déduit que ((f : g)(x)|x) € R+ pour tout x € E, et donc f:g€ Hd) 
b. Il vient: 


(+9) F(a)lf(æ)) = (FF + 9)" F(æ)le) 
= ((f +9) +9) F(a)le)— (af + 9) F(a)le) 
= (PUF F(>)lx) — ((g : FXæ)le) 
= (f(&)le) — (( : gYx)x) 
car im(f) Cim(f +g),et g: f = f : g. D'où l'égalité demandée. 
Or, comme (f +9)" € Ht,on a ((f +9) V'f(x)lf(x)) € R+. Il en résulte que 
(f(æ)lz) > (CF : g)(æ)|x), et donc f domine f : g d’après I.1. d. 
Echangeant les rôles de f et g, on voit que g domine g : f. Comme f:9=g:f, 
l’endomorphisme g domine donc f : g. 


4, Soit x € E. FAO z = y +2, avec y € ie z2e(FnG)i = Ft+Gx. 
D’après 1 26, ae a im(p” For = FnG, donc ker(p :p6)=(FNnG)t=Fi+ G+ 
puisque p} : p@ est Dénitien Alors: 

2(pF à pO Je) = Ap° : pu) = (p° : PS Yu) + (PS : p°Xu) 
= p'(p° + p°)p y + SG + PF) (y) 
= pF(pf + PE) (y) + pS(p° + p°) (y) 
= (p° + pS)(pf + PS) (y) = pu) = y = pe). 


Par conséquent, 2{pf : p®) = pFNG. 
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5.a. Il vient: 


(OF + 9) g(2)lf(u)) = (FC + 9) g(2)ly) = (( : 9)(2)|y) 
(CF + 9) F(u)la(z)) = (a(f + 9) F(u)lz) = (a : FXw)Iz) = (CF : gX(v)lz) 


(CF + 9) g(z)lg(z)) = (Cf + 9)" g(2)1) 
= (CF + 9) Cf + 9) a(z)lz) — (FF + 9)" a(2)le) 
= (PCF g(2)12) — ((F : 8) 2)1z) 
= (g(2)1z) — (CF : g)(z)lz). 


Echangeant les rôles de f et g, et de y et z, on obtient aussi: 


(CF +9) FF (y) = (F(y)ly) — (CF : gXy)ly). 


Le second membre de la formule à démontrer est donc: 


(CF: 9)a)ly + 2) + (Q : g)w)lu + 2) = (CF 2 g)(u + 2)ly +2) = ((F : X xx). 


D'où le résultat. 
b. Comme (f + 9)" € H*, il résulte de la formule précédente et de I.1.d que, pour 
2,y,z € E vérifiant x = y +2,0on a: 


(CF: 9)x)le) < (F(u)ly) + (g(2)12). 


D'autre part: 
vo + 20 = (f + 9) CF + gXe) + pH (e) = PRO H9) Co) + pH (x) 2 x 


Enfin: 
g(z0) — f(vo) = (g: fx) — (F : g)(x) — Fp* +9 (>) 
= (f :9)x) — (F : 9)(e) — fp PEO (>) = 0 
D'où le résultat. 


6.a. Soient x,y,z € E tels que x = y + z. D’après I.1.d et II.5.b, on a: 
(CF: h)x)lz) < (F(y)ly) + (AGz) < (a(y)ly) + (A(2)12). 
On en déduit: 
(CF: ANœ)le) < int ES" = (9 : H)(x)|e). 
D’après I.1.d, on a donc f:h<g:h. 
b. Conservons les notations précédentes. Alors: 


(F(y)ly) + ((2)l2) + (g(y)ly) + (k(2)12) = (CF + 9)(u)ly)) + (GR + 6212). 


Par suite: 
inf EPA inf EF <infeftohtk, 


D'où: f:h+g:k<(f+g):(h+Kk). 
c. Soient t,x,y,z € E tels que t = x + y + z. Il vient: 
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((f:9): AG) < (CF: g)(x + y)le + y) + (R(2)le) 
< (f(æ)lz) + (()ly) + (RCI). 
Par conséquent: 
(Cf “aYe h(t)|t) <(f(z)lz) + ((g : h)(t — x)lt — ): 
D'où: 
(29): AG) < CF : (og : AXOE). 


On en déduit (f:g):h<f:(g:kh). L'inégalité opposée est analogue. D’après I.1.b, il 
vient donc(f:g):h=f:{g:h). 


PARTIE III 
1. Soient x € E, et y = p”(x). Alors: 
CF Php (x)lz) = (Fr (æ)lp* (x) = (F(u)ly). 


On a donc pl fp} € HT d’après I.1.d et Il.1.b. 


a. Sig € Ht,ona(g")" = g(Il.1.b). Il en résulte que (HIS pFoim(P) fADE Dim), 
Alors: 


ker(pFim)) £ [Fhim(f)]e = F° + ker(f) C ker((fr)"). 
Inversement, soit x € ker((fr)"). Il vient: 
0= (fr) (a)lr) = (pr PDO (x)|z) = (pre (z) pr (Z)). 
Comme f € H*, on a donc pFrim((z) = 0 (12). D'où x € ker(pFnim()) = 


F++ker(f). 
On en déduit, d’après L.3 et IL.1.b: 


im(fr) = im((fr)") = [ker(( fr) = [FT + ker( De 
= Fnfke(f)}* = FnNim(f). 


b. Supposons im(f) C F. Comme im(f) = im(f"), on obtient: 
fr _ (pFOiR GS) pa) Ni)" LE (pit FA im)? == (pi)? = CHA 


car E = im(f) ® ker(f), ker(f”) = ker(f), im(f") = im(f). D’après Il.1.c, on obtient 
alors fr = f. 


3.a. La première égalité est claire d’après IL.1.b. D’autre part: 
im 1 im 
CA) AMEN ct 0) SEE 
rpF(f + pe) ff pE Tim) f f(f che pe pr proimQ), 


Comme ff" = pi"(), le second membre de cette égalité est encore égal à: 


EC rpE) ER CP + pp FOR 2 (FE rpE NS + rp )NpFTim(N) 
=. pr tim(f) Fnim(f) = Drm) 


car im(f +rpf) = F + im(f) d’après L.4.b. On a donc obtenu le résultat. 
b. On sait que: 
E =im(f :rp})@ ker(f : rpF) 
im(f : rpl) = im(pFNim()) ker(f : rpl) = ker(p#nimO)), 


On en déduit que (f : rpF)p{Nim(f) L f, rpF. Par suite, la formule de la question 
précédente devient: 


(f ; pl )pE Tim) FA EF Oim(f) = pFNim(f) - = : rpF). 


Soit encore: l 
CON EPA A) 


c. D’après l’égalité précédente, on obtient: 
1 
Gérer) fe= pm. Le rp)fr. 


Or, im(fr) = FNim(f), im(f : rpf) = FNim(f), donc plim fr = fp, et 
(#: rpE (fr) fr = (f :rpF)pFNim) f:rpf. On en déduit: 


Jr = (f:rpf)+ = crp”)fr. 


d. Comme f domine f : rp° (IL.3.b), on a ||f : rpF|| < 1f]| (L.5.b). D’après ce qui 
précède, il vient donc: 


Me = erp 0 = SIC 2 rp Pelle rP el < LAIFE 


D'où le résultat. 
4.a. Soit x € E. D’après IIL.3.d, on a: 


(fr(a)le) = Him((f : rpF)(x)la). 


D'autre part, ((f : rp”}(x)|x) < (f(x)|x) (IL.3.b). Par suite, (fr(æ)lx) < (f(x)|x), et f 
domine fr. 

b. Si f <g,ona f:rpl <g:rpf (IL.6.a). On obtient alors fr < gr en raisonnant 
comme précédemment. Si en outre im(f) C F, alors f = fr (IIL.2.b), donc f < gr. 

c. On a fr € M(f,F) (IIL.2.a et IIL.4.a). D'autre part, si À € M(fF, F), il résulte de 
IIL.4.b que À < fr. D'où le résultat. 


$.a. On a fr < f, gr < g, donc fr + gr < f + g- D'autre part, im(fr + gr) = 
im(fr) +im(gr) C F. Il vient alors fr + gp € M(F,F), et fr +gr <(f+g)r d’après 
la question précédente. 

b. Il vient: 
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(fr)e < fr < f, im((fr)c) = FNGNim(f)CFNG. 


Par suite, (fr) € M($f,FN G), et (fr)a < fFnG. 
De même, frna < f, et im(frnc) C F. On en déduit frna < fr. Comme 


im(frn) € G, on a alors frnc = (frnc)e < (fF)c. On a ainsi frnc = (fr)e; et 
l’autre égalité s’obtient en échangeant les rôles de F'et G. 

c. Notons : l'application identique de E. Il est clair que 4 = 4. Par suite, pour un 
sous-espace vectoriel V de E, il vient: 
VV V 4 

p') ) =p'. 


uv = (p = (p 


La question est alors immédiate d’après IIL.5.b. 

d. De fr < f, on déduit fr : g < Ÿ : g-. Comme l’image de fr : g est 
Fnim(f)Nim(g) C Fil vient fr :9 < (f : g)r. D’autre part, pour r entier strictement 
positif, on a: 

(f:g):rp" =(f:rp"):g. 
De f:rp" <f,et im(f: rpF)= Flim(f) CF, il résulte que f : rpF < fr. Par suite: 


(f:g):rp" <fr:9. 


Compte-tenu de IIL.3.d, on en déduit (f : g)r <fr:g. D'où (f:g)r = fr :9. 
Comme im(g:fr)CF,onag:fr =(g: fr)r. De ce qui précède, on déduit alors: 


fria=g:fr-=(9:fr)r =gr:(fr)r = gr: fr = Jr :9r. 
6.a. Puisque fr < f,ona f- fr € HŸ. De f = fr+(f- fr), il résulte de II.5.a,b: 


fre+(f-fr)r =(fr)r +(f — fr)r < fr. 


Par suite, (f — fr)r = 0. De im((f — fr)r) = FNim(f -— fr), on déduit alors le 
résultat. 

b. Comme f = g+h,et que f,g,h€ H+, il vient g < f. Siim(g) C F, on a donc 
g < fr, soit fr —g E HT. 

Deh=(f-fr)+(fr — g), et de I.4.b, il résulte alors que im(h) = im(f — fr) + 
im(fr — g). Comme im(fr — g) C F, et que F Nim(h) = {0}, on obtient donc g = fr, 
et on a alors h = f — fr. 
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